2. ОСНОВЫ КОРРЕЛЯЦИОННОГО И РЕГРЕССИОННОГО АНАЛИЗА



2.1. ВВЕДЕНИЕ



	Во многих технических, экономических, организационных задачах требуется установить и оценить зависимость изучаемой случайной величины Y от одной или нескольких других величин X. Например, в ситуациях, когда необходимо оценить как влияет:

количество внесенных удобрений на снимаемый урожай;

величина затрат компании на рекламу своего товара на объемы продаж этого товара;

изменение цены товара на объем его продаж;

величина доходов населения на величину их сбережений.

Зависимость между значениями параметров X и Y может быть:

функциональной;

статистической;

корреляционной.

Случайной называют величину, которая в результате испытания примет одно и только одно возможное значение, наперед неизвестное и зависящее от случайных причин, которые заранее не могут быть учтены.

Параметр Y связан с параметром X функциональной зависимостью в том случае, когда конкретному значению � EMBED Equation.2  ��� соответствует одно и только одно значение � EMBED Equation.2  ��� [My]. Например, если принять, что X - это градусы по шкале Цельсия, а Y - градусы по шкале Фаренгейта, то между этими параметрами существует функциональная зависимость

� EMBED Equation.2  ���

и наоборот

� EMBED Equation.2  ���.

Функциональность связи определяется тем, что для конкретной температуры по Цельсию существует одна и только одна температура по Фаренгейту.

Строгая функциональная зависимость реализуется редко, т.к. часто оба параметра или один из них подвержены еще действию разнообразных случайных факторов, например, объем продаж товара не определяется жестко его ценой. На него могут влиять такие случайные факторы, как погода, сезон, эффект ажиотажного спроса, массовая невыплата или выплата зарплаты. Если среди этих случайных факторов имеются общие для обоих параметров (т.е. воздействующие и на X и на Y), то зависимость называется статистической например, !!!..

Таким образом, статистической называют зависимость, при которой изменение одной из величин влечет изменение распределение другой. Например, пусть при цене на лимоны в 7 руб. семья со средним достатком покупает в месяц от 10 до 15 лимонов, при цене в 13 руб. - от 5 до 10 шт., а при цене в 25 руб. - 1-3 шт. Т.е. изменение цены X изменяет возможное количество покупаемых цитрусовых Y.

Статистическую зависимость называют корреляционной, если при изменении одной из величин изменяется среднее значение другой. Например, с одинаковых по площади участков земли при равных количествах внесенных удобрений X снимают различный урожай Y, т.е. Y не является функцией от X. Это объясняется влиянием случайных факторов (осадки, температура воздуха, плодородие почвы и др.). Но как показывает опыт, средний урожай является функцией от количества удобрений, т.е. Y связан с X корреляционной зависимостью.

Законом распределения дискретной случайной величины (СВ) называют соответствие между возможными ее значениями и их вероятностями.

Дискретная СВ - это СВ, которая принимает отдельные изолированные возможные значения с определенными вероятностями. Число возможных значений дискретной случайной величины может быть конечным или бесконечным.

Корреляционный и регрессионный анализ - это смежные разделы математической статистики, предназначенные для разработки и анализа математических уравнений или моделей статистических связей между параметрами.



2.2. ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ И ОПРЕДЕЛЕНИЯ



	Рассмотрим графическое представление данных о расходах на рекламу товара и объемах его продаж.

� EMBED MSDraw  ���

Рис.2.1

	Из графика a) видно, что связь между параметрами близка к линейной, что часто встречается в практических ситуациях. Если бы по исходным данным был построен график b), то можно было бы сделать вывод, что линейная модель не применима для описания связи между расходами на рекламу и объемами продаж.

	Уравнение прямой � EMBED Equation.2  ��� из рис.2.1.а) является моделью связи, существующей между параметрами X и Y. Эту модель можно использовать для объяснения конкретной ситуации, для прогнозов и предсказаний.

	Первым шагом в анализе связи между параметрами является изучение переменных. Параметр Y, значение которого нужно предсказывать, является зависимым. Параметр X, значения которого нам известны заранее, и который влияет на значения Y называется независимым. В описанной ситуации Y - это объем продаж товара, X - затраты на рекламу. В действительности не существует теоретической основы, исходя из которой можно было бы написать уравнение, которое бы точно показало связь продаж с расходами на рекламу. Имеется ряд факторов, неразрывно связанных между собой, такие как цена товара, цена товара-конкурента, сезон, погодные условия. Тем не менее, если предположить, что в конкретном случае, расходы на рекламу являются главным фактором, определяющим продажу, то знание этой связи было очень полезным для оценки объема продаж и соответствующего планирования финансовой политики компании.

Другой пример, пусть, например, фермер хочет предсказывать вес кур, зная их возраст. В этом случае Y - это вес курицы, X - ее возраст. Конечно, вес курицы определяется не только возрастом, но и породой, способом кормления, погодными условиями и т.д. Но если предположить, что на конкретной ферме все факторы, кроме возраста, примерно одинаковы, то можно попытаться предсказывать вес курицы только на основании ее возраста.

ПРИМЕР

	Пусть некоторая фирма занимается поставками различных грузов на короткие расстояния внутри города. Перед менеджером стоит задача оценить стоимость таких услуг, зависящую от затрачиваемого на поставку времени. К факторам, влияющим на время поставки, относятся: пройденное расстояние, пробки на дорогах, время суток, дорожные работы, погода, квалификация водителя, вид транспорта. Для упрощения задачи будем рассматривать связь между расстоянием (независимый параметр X) и затраченным временем (зависимый параметр Y). В качестве исходных данных для анализа будем использовать выборочные данные о десяти поставках.

Табл.2.1

Расст., миль�3,5�2,4�4,9�4,2�3,0�1,3�1,0�3,0�1,5�4,1��Время, мин�16�13�19�18�12�11�8�14�9�16��

	Построенные точки не находятся точно на линии, что обусловлено описанными выше факторами. Но эти точки собраны вокруг прямой линии, поэтому можно предположить линейную связь между параметрами. 

	Важным уточнением наших рассуждений является то, что для любого конкретного расстояния существует распределение возможного времени поставок, т.е. не одно, а несколько значений y, например для � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���. Если мы рассмотрим большее количество поставок, то каждому значению x будет соответствовать большее количество значений y.

� EMBED MSDraw  ���

Рис.2.2



	Эта идея очень важна для дальнейшего анализа. Для усреднения всех возможных значений параметра Y, которые соответствуют значению � EMBED Equation.2  ���, используют понятие условного среднего � EMBED Equation.2  ���,т.е. среднего арифметического значений Y. Пусть например три поездки на 2,4 мили заняли 13, 10 и 14 мин, тогда

� EMBED Equation.2  ��� мин.

	Если каждому значению x соответствует одно значение условной средней � EMBED Equation.2  ���, то условная средняя есть функция от x; в этом случае говорят, что СВ Y зависит от X корреляционно.

	Корреляционная зависимость Y от X - это функциональная зависимость условной средней � EMBED Equation.2  ��� от x:

� EMBED Equation.2  ���.�(2.1)��	Уравнение (2.1) называется уравнением регрессии Y на X. Функция � EMBED Equation.2  ��� наз. регрессией Y на X, а ее график - линией регрессии Y на X.

	Точно также вводятся понятия условной средней � EMBED Equation.2  ��� и корреляционной зависимости X от Y.

	В регрессионном и корреляционном анализе существует две основные задачи.

Установить форму корреляционной связи, т.е. вид функции регрессии (линейная, квадратичная, показательная и т.д.). Наиболее часто функции регрессии оказываются линейными.

Оценить тесноту (силу) корреляционной связи. Теснота корреляционной зависимости Y от X оценивается по величине рассеяния значений Y вокруг условного среднего � EMBED Equation.2  ���. Большое рассеяние говорит о слабой зависимости Y от X, либо об ее отсутствии. И наоборот, Малое рассеяние указывает наличие достаточно сильной зависимости [Гмурман].

	Искомое уравнение линейной регрессии Y на X имеет вид



� EMBED Equation.2  ���,�(2.2)��где � EMBED Equation.2  ��� - коэффициент регрессии. Значение � EMBED Equation.2  ��� определяет точку пересечения линии регрессии с осью OY, значение � EMBED Equation.2  ��� - это угловой коэффициент прямой (2.2), т.е. � EMBED Equation.2  ���, где � EMBED Equation.2  ��� - угол между прямой и осью OX.

При этом параметры � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ��� должны быть подобраны таким образом, чтобы точки, построенные по исходным данным � EMBED Equation.2  ���, лежали как можно ближе к прямой (2.2). Чтобы выполнить это требование, необходимо учитывать разность наблюдаемого значения � EMBED Equation.2  ��� и теоретически вычисленного � EMBED Equation.2  ���по уравнению (2.2)

� EMBED Equation.2  ���,

которая называется отклонением, ошибкой, остатком. Тогда линейное уравнение, которое наилучшим образом аппроксимирует данные, должно определять наименьшее суммарное значение этих отклонений. Для удобства расчетов и для устранения компенсации положительных отклонений отрицательных используют не сами отклонения, а их квадраты. Метод нахождения уравнений регрессии (не только линейной), который основан на минимизации суммы квадратов отклонений

� EMBED Equation.2  ���,

где n - количество пар исходных данных, наз. методом наименьших квадратов.



МЕТОД НАИМЕНЬШИХ КВАДРАТОВ



Линейная регрессия



	Т.к. в случае линейной регрессии каждое отклонение зависит от параметров � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, то сумма квадратов отклонений является функцией от этих параметров

� EMBED Equation.2  ��� или

� EMBED Equation.2  ���.

	Для поиска точки минимума функции � EMBED Equation.2  ���приравняем ее частные производные к нулю

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���.

	Таким образом получаем систему двух линейных уравнений, неизвестными в которой являются параметры � EMBED Equation.2  ���, а значения � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���-берутся из исходных пар данных � EMBED Equation.2  ���

� EMBED Equation.2  ���.�(2.3)��	Решив эту систему, найдем искомые параметры

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���.�(2.4)��	Упрощенная форма записи для коэффициента � EMBED Equation.2  ��� имеет вид

� EMBED Equation.2  ���.�(2.5)��	Для определения уравнения зависимости времени поставок от расстояний заполним вспомогательную таблицу 2.2.

Табл.2.2

x�y�� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  �����3,5�16�12,25�56,00�15,223�0,777�0,604��2,4�13�5,76�31,2�12,297�0,703�0,494��4,9�19�24,01�93,1�18,947�0,053�0,003��4,2�18�17,64�75,60�17,085�0,915�0,837��3,0�12�9,00�36,00�13,893�-1,893�3,583��1,3�11�1,69�14,30�9,371�1,629�2,654��1,0�8�1,00�8,00�8,573�-0,573�0,328��3,0�14�9,00�42,00�13,893�0,107�0,011��1,5�9�2,25�13,50�9,903�-0,903�0,815��4,1�16�16,81�65,60�16,819�-0,819�0,671��� EMBED Equation.2  ���28,9�136�99,41�435,30��-0,003�10,000��	Подставив рассчитанные значения сумм из табл.2.2 в формулы (2.4) и (2.5) получим

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���.

	Таким образом

� EMBED Equation.2  ���.

	Наклон линии регрессии = 2,66 мин. на милю - это количество минут, приходящееся на одну милю расстояния. Координата точки пересечения прямой с осью OY равная 5,913 минут - это время, которое не зависит от пройденного расстояния, а обуславливается всеми остальными возможными факторами, явно не учтенными при анализе.

	Сумма квадратов отклонений, рассчитанная в табл.2.2, является минимальной по сравнению во всеми остальными возможными линейными функциями вида (2.2). Приблизительным, но самым простым, наглядным способом проверки удовлетворительности регрессионной модели является графическое представление отклонений. Отложим отклонения � EMBED Equation.2  ��� по оси OY, для каждого значения � EMBED Equation.2  ���.

� EMBED MSDraw  ���

	Если линейная модель близка к реальной зависимости, то отклонения будут носить случайный характер и их сумма будет близка к нулю. В рассмотренном примере � EMBED Equation.2  ���. Если бы связь была нелинейной, то это четко было бы видно на рисунке, например

� EMBED MSDraw  ���

Кроме того, одним из основных предположений в методе наименьших квадратов является то, что рассеяние данных возле линии регрессии одинаково при всех значениях x. В случае, показанном на рисунке данные распределяются вдоль линии регрессии неравномерно, поэтому метод наименьших квадратов в этом случае неприменим. График отклонений при этом имеет вид.

� EMBED MSDraw  ���

2.3.2. Регрессия вида � EMBED Equation.2  ���.



	Самостоятельно получить систему линейных уравнений типа (2.3), для определения коэффициентов � EMBED Equation.2  ���, � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���.



2.4. НЕЛИНЕЙНАЯ РЕГРЕССИЯ, ПРИВОДИМАЯ К ЛИНЕЙНОЙ



	На практике встречаются случаи криволинейных связей между параметрами, например

гипербола � EMBED Equation.2  ���                                     (2.6),

экспонента � EMBED Equation.2  ���                                     (2.7).

	В зависимости от значений коэффициентов графики этих функций могут выглядеть следующим образом.

� EMBED MSDraw  ���

	Распространенный подход к поиску численного вида функций регрессии заключается в приведении нелинейных функций к линейному виду.

	При использовании модели гиперболы вводят новую переменную � EMBED Equation.2  ���, тогда (2.6) принимает линейный вид � EMBED Equation.2  ���. Таким образом появляется возможность применить формулы (2.4), (2.5), в которых вместо значений � EMBED Equation.2  ��� используются значения � EMBED Equation.2  ���, т.е. во вспомогательную таблицу вносятся соответствующие новые колонки.

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���=.



Для примера о времени поставок модель регрессии (2.6) имеет следующий вид

� EMBED Equation.2  ���.

	Для приведения модели (2.7) к линейному виду необходимо провести логарифмирование

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���;

� EMBED Equation.2  ���.

	Введем переменные � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, тогда

� EMBED Equation.2  ���,

отсюда следует, что можно применять формулы (2.4), (2.5), в которых вместо значений � EMBED Equation.2  ��� надо использовать � EMBED Equation.2  ���. При этом мы получим численные значения коэффициентов � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, от которых надо перейти к � EMBED Equation.2  ��� и � EMBED Equation.2  ���, которые использованы в модели (2.7). Из определения логарифма, а также согласно введенным обозначениям

� EMBED Equation.2  ���

                                                                   � EMBED Equation.2  ���.�(2.8)��

� EMBED Equation.2  ���=;



� EMBED Equation.2  ���=.



x�y�� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  ����� EMBED Equation.2  �����3,5�16�2,773��12,25�����2,4�13�2,565��5,76�����4,9�19�2,944��24,01�����4,2�18�2,890��17,64�����3,0�12�2,485��9,00�����1,3�11�2,398��1,69�����1,0�8�2,079��1,00�����3,0�14�2,639��9,00�����1,5�9�2,197��2,25�����4,1�16�2,773��16,81������ EMBED Equation.2  ���28,9�136���99,41�����

	Для примера о времени поставок модель регрессии (2.7) имеет следующий вид

� EMBED Equation.2  ���.

	График отклонений имеет вид.

� EMBED MSDraw  ���

	Сравнив суммы квадратов отклонений моделей (2.2), (2.6) и (2.7) делаем вывод, что линейная модель наиболее точно описывает исходные данные примера, т.к. имеет min сумму. Кроме того, ...















ОЦЕНКА ТЕСНОТЫ ЛИНЕЙНОЙ СВЯЗИ



	Подбор вида функции регрессии на основе графика (как в рассмотренном примере о поставках) может быть обманчивым, поскольку распределение исходных точек на графике, а значит и общий вид графика, зависит от выбора масштаба. Поэтому необходимо объективное измерение тесноты линейной связи [Эддоус].

(Мат. ожидание приближенно равно (тем точнее, чем больше число испытаний) среднему арифметическому наблюдаемых значений СВ � EMBED Equation.2  ���.

Дисперсия - это числовая характеристика СВ, которая показывает, как рассеяны возможные значения СВ вокруг ее математического ожидания. Дисперсия - это мат. ожидание квадрата отклонения СВ от ее математического ожидания, � EMBED Equation.2  ���).

� EMBED MSDraw  ���



	Рассмотрим на графике структуру дисперсии зависимой переменной Y.



� EMBED MSDraw  ���

	Линейная связь только частично объясняет разброс значений y. Необъясненная часть является остатком e. Если бы связь между x и y была абсолютно линейной, то все e были бы равны нулю. По мере того, как сила линейной связи уменьшается, остаток увеличивается. Общая вариация значений y равна

� EMBED Equation.2  ���.

	Общее изменение y с учетом линейной связи, т.е. объясненная вариация равна

� EMBED Equation.2  ���.

	Тогда вариация, которая не объясняется линейной связью, поскольку возникает из-за других факторов, не включенных в линейную модель равна

� EMBED Equation.2  ���.

	Чем теснее линейная связь, тем ближе величина объясненной вариации к величине общей вариации. Поэтому используется отношение этих вариаций, называемое коэффициентом детерминации [Эддоус ]

� EMBED Equation.2  ���.�(2.8)��Коэффициент детерминации показывает величину дисперсии Y, которая объясняется независимой переменной X. Он часто выражается в процентах и в случае линейной связи между параметрами равен � EMBED Equation.2  ��� или 100%. Если линейная связь отсутствует, то � EMBED Equation.2  ���. 

Большую информацию о связи между параметрами можно получить при использовании коэффициента корреляции Пирсона (выборочного коэффициента корреляции)

                                           � EMBED Equation.2  ��� или

� EMBED Equation.2  ���.�

(2.9)





(2.10)��(Дополнительное задание: провести алгебраические преобразования, приводящие (2.9) к виду (2.10))

	Значение r всегда лежит между -1 и +1. Знак r такой же, как и знак коэффициента регрессии � EMBED Equation.2  ���. По мере того, как возрастает сила линейной связи, точки на графике будут лежать более близко к прямой линии, а величина г будет ближе к 1 или -1. По мере уменьшения силы связи значение r будет ближе к 0, а точки будут более рассеяны. При r=0 линейной связи не существует, т.е. в этом случае может не быть вообще никакой связи или будет нелинейная связь (см. рис.).

� EMBED MSDraw  ���

	Вычислим коэффициент корреляции для исходных данных примера о времени поставок.

� EMBED Equation.2  ���.

	Это значение коэффициента очень близко к единице, что говорит об очень тесной линейной связи между расстоянием и временем поставки, что подтверждает наше первоначальное предположение.

	Коэффициент детерминации равен

� EMBED Equation.2  ���.

	Таким образом, линейная модель объясняет 91,8% вариации времени доставки. Не объясняется � EMBED Equation.2  ��� вариации времени поездки, которые обусловлены остальными факторами, влияющими на время поставки, но не включенными в модель.





































































ОБЗОР СУЩЕСТВУЮЩИХ ЗАДАЧ РЕГРЕССИОННОГО

И КОРРЕЛЯЦИОННОГО АНАЛИЗА



2.6.1. Предсказания и прогнозы на основе линейной модели регрессии



	Модели регрессии, полученные путем обработки выборочных данных, могут быть использованы для прогноза значений зависимого параметра Y. Так, например, используя линейную модель регрессии из примера о времени поставок � EMBED Equation.2  ���, мы можем предсказать сколько времени в среднем займет поставка груза на расстояние в 4 мили

� EMBED Equation.2  ��� мин.�(2.11)��	Но в расчетах такого рода необходима осторожность, поскольку в РА не рекомендуется использовать модель регрессии для тех значений независимого параметра, которые не принадлежат интервалу, заданному в исходных данных. В нашем примере расстояние в 4 мили входит в исходный интервал от 1,0 мили до 4,9 миль. Но если взять расстояние, например, в 20 миль, то нельзя гарантировать справедливость модели (2.11). Это объясняется тем, что связь между временем и расстоянием может изменяться по мере увеличения расстояния. Например, дальняя поездка может включать использование скоростных шоссе, тогда как наша модель описывала связь с учетом только медленных городских поездок. На время дальних перевозок, кроме того, влияют новые дополнительные факторы, такие как, остановки на отдых, обед.

	Поэтому прогнозы для значений независимого параметра, выходящего за пределы собранных экспериментальных данных, являются ненадежными.



2.6.2. Оценка генеральной совокупности



	Отдельным направлением РА и КА является анализ того можно ли распространить модель линейной регрессии, полученную после анализа и обработки выборочных исходных данных, на всю генеральную совокупность пар значений параметров X и Y.

	Поскольку при построении линейной модели регрессии мы используем данные выборки, то априорно нельзя сказать является ли связь и в генеральной совокупности данных также линейной. Случайная выборка может свидетельствовать о линейности связи параметров, тогда как в действительности в генеральной совокупности связь может быть нелинейной. На рисунке изображены случаи:

случайной выборки из генеральной совокупности с линейной связью (а) и

случайной выборки с нелинейной связью (b).

Поэтому разработаны статистические методы, позволяющие определять вероятность того, что линейная связь в выборочной совокупности свидетельствует о линейной связи в генеральной совокупности.

� EMBED MSDraw  ���



2.6.3. Множественная регрессия



	В большинстве случаев исследование позволяет выявить более одного фактора, влияющего каким-либо образом на зависимый параметр. Корреляционная зависимость, описывающая связь между несколькими параметрами, называется множественной. Аналогично, уравнение линейной регрессии вида

� EMBED Equation.2  ���

называется множественной регрессии. Задача определения численных значений коэффициентов этого уравнения гораздо более сложна и решается с использованием пакетов прикладных программ.
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